LU3MA263 Théorie de la mesure et probabilités 2024-2025

Kholles de théorie de la mesure
Semaine du 30/09/2024 — 1 heures — 2 groupes

Corrigé disponible sur https://www.guillaumegarnier.com

Les exercices sont indépendants.

Soit (E, &, ) un espace mesuré. Une partie N C E est dite NEGLIGEABLE par rapport

a la mesure p, s'il existe A € & tel que N C A et u(A) =0.
On note 4 lensemble des parties p-négligeables et & = {AUN : (A,N)e€ & x N},

1. Soit X € &. Montrer que X € & si et seulement si il existe A, B € & tels que A C X C B et
u(B\ A)=0.

2. Montrer que &/ est une tribu.

Soit (E, .o/, 1) un espace mesuré ou p est une mesure de probabilité.
On note J = {A € &/ : u(A) =0 ou u(A) = 1}. Démontrer que .7 est une tribu sur E.

Soit &7 la tribu sur Z engendrée par les ensembles S,, = {n,n+1,n+2} avec n € Z.

Déterminer .

Montrer qu’il n’existe pas de mesure non nulle sur (Z, #(2)), finie et invariante par
translation, i.e. que pour tout n € Z et pour tout A C Z, on a p(A) = u({n} + A).

(Nombres diophantiens)

Soit 7 > 2. On dit qu’un irrationnel z € [0, 1] est 7-diophantien dans [0, 1] s’il existe une constante
¢ > 0 telle que pour tout rationnel g €Qnjo,1],
c
q q
En un sens, on peut dire que les nombres 7-diophantiens sont des irrationnels "mal approchés" par
des rationnels. On note D, I’ensemble des réels 7-diophantiens de [0, 1].
Aussi, on note A la mesure de Lebesgue définie sur la tribu borélienne #A(R)

1. Soient (p,q) € N x N* et n € N*.

(a) Montrer que {:U eR: ‘x - %‘ < T(lf} € BR).

(b) Caleuler A({z €R: ‘x - B’ <11

q| — nqT
2. Pour tout n € N*, on définit I’ensemble

An:{xe[o,l]:ﬂgeQﬂ[O,l], x—z’ﬁnqu}

Montrer que A,, est mesurable pour tout n € N*, puis montrer que lim,_,, A(4,) = 0.
Indication : On remarquera que, pour tout entier n € N*, on a

A= U U {xE[O,l]:‘x—B‘g 1}

-
qEN* 0<p<q a g
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3. En déduire que A\(D;) = 1.
Soit (F, <7, ;) un espace mesuré et soit (Fy,)nen une suite de parties «/—mesurables
de E. Démontrer qu’on a I'inégalité :

o < limi
u(hgleanf E,) < hgleanf w(Ey)

On rappelle que liminfr,en En = Upen Nisn Bk

Soit F un ensemble non dénombrable. On rappellera qu’un ensemble dénombrable

est un ensemble qui s’injecte dans N.
Montrer que ’ensemble .7 des parties de E qui sont dénombrables ou de complémentaire dénom-
brable est une tribu.

(Ensemble de Vitali)

Considérons la relation d’équivalence sur [0, 1] donnée par x ~y <= z —y € Q. On note [z] la
classe d’équivalence de x € [0, 1] associé a cette relation d’équivalence et € ’ensemble des classes
d’équivalences.

Q°1) Montrer que les classes d’équivalences forment une partition de [0, 1].

Pour tout [z] € %, on choisit un représentant py, € [r] de maniére arbitraire et on considere
I'ensemble V' := {p,; [z] € €}. (L’ensemble V' est bien défini a I'aide de I'axiome du choix). Pour
tout g € [0,1], on note V + ¢ = {x +¢; x € V}.
Q°2) Montrer que
0,1c J V+qc[-12].
a€[=1,1]nQ

Q°3) En déduire que V' ¢ A(R).
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Corrigés des exercices

[énoncé]

1. Supposons que X € &7
La définition de & assure I’existence d’un ensemble A € & et d’un ensemble N € 4 tels que
X=AUN.Posons B=AUN=X.Alors ACc X CB.
Comme X = B est &—mesurable, I’ensemble B \ A est &—mesurable et

(B \ A) = u(B N A%) = p((AUN) N A9) = p((AN A°) U (N 1 A)) = u(N N A°) .

Comme N est p—négligeable, il existe un ensemble C' € & tel que N C C et u(C) = 0. On
observe que N N A¢ C C. Par croissance des mesures, on a u(N N A°) < u(C) =0.
11 s’ensuit que u(B\ A) = 0.

Supposons qu'’il existe deux ensembles A, B € & tel que A C X C B tel que u(B\ A) =0.
On observe que

X =AU(X\A)

Posons N = X \ A. Comme X C B,ona (X\A) C(B\A)ouB\Aec& et u(B\A) =0.
Il s’ensuit que N € A4 ce qui assure que X = AUN € .

2. Montrons que & vérifie ’axiomatique des tribus.

— (Non vide)
On observe que ) = QU . Or, ) € & car & est une tribu et § € A" car p(P) = 0. Donc
0e .

— (Stable par passage au complémentaire)
Soit X € 7. La question précédente assure 'existence de A, B € & telsque AC X C B
et u(B\ A) =0.
On observe que B¢ C X¢ C A°. Comme & est une tribu, elle est stable par passage au
complémentaire et donc A€ € & et B¢ € &. De plus

WA\ BY) = p(A°N B) = u(B\ 4) = 0.

On en déduit que X€ € .

— (Stable par union dénombrable)
Soit (X, )nen € @N. Posons X = Unen Xn-
La définition de 7 assure qu’il existe pour tout n € N, A,, € & et B, € A tel que
X, =A,UB,.
Il s’ensuit que

X = (U An>U<U Bn> :
neN neN
Il reste donc a démontrer que A = (J,,eny An € & et B =U,,en Bn € A
Comme & est une tribu, A € & puisqu’il s’agit de I'union dénombrable d’ensembles

&—mesurable.
La définition de .4 assure que pour tout n € N, il existe C,, € & tel que B,, C C,
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et u(Cy) = 0. L’ensemble C = U, ey Cn € & puisqu’il s’agit de réunion dénombrable
d’ensembles &—mesurables. Par ailleurs, la sous—o—additivité de p assure que

0<u(C) <> u(Cr)=0.
neN

On a donc trouvé un ensemble C' € & tel que B C C et u(C) = 0 ce qui assure que
Bey.
On peut donc conclure que X € &7

Il s’ensuit que o/ est une tribu sur E.

[énoncé]

Démontrons que 7 vérifie 'axiomatique des tribus.
(i) Comme g est une mesure, on sait que (@) = 0. On en déduit que ) € 7.

(ii) Montrons que .7 est stable par passage au complémentaire. Etant donné que  est une mesure
de probabilité, nous avons u(E) = 1 < co. Pour toute partie mesurable A C &7, on observe
donc

n(E\NA) = p(E) — p(A
En particulier, si A € .7, on obtient que

n(ENA) =0 quand p(A)
p(E\A) =1 quand pu(A)

~—

1
0

ce qui assure que F\A € 7.

(iii) Montrons que .7 est stable par union dénombrable. Donnons nous une suite (A, )nen € TN.
Dans un premier temps, supposons que pour tout entier n € N, on a u(A,) = 0. Par c—sous—
additivité de u, on observe que

0< (U 4An) <Y pu(An) =0,

neN neN

Il s’ensuit que pu(U,en An) = 0, ce qui montre que U, ey An € 7.
Maintenant, supposons qu’il existe un entier ng € N tel que pu(A4,,) =1. On a

A, C | AnCE.
neN

Par la propriété de croissance des mesures, on a

1= M(Ano) c :U’( U An) c :U’(E) =1
neN

On en déduit que 7 est une tribu.

[énoncé]

On constate que les singletons sont des éléments de 7. En effet, pour chaque entier n € Z, on a
Spn—2N S, ={n}. Donc & = P (Z).

[énoncé]

Raisonnons par I’absurde et supposons l’existence d’une telle mesure p : Z(Z) — [0, 0o].
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Nous allons commencer par montrer qu'’il existe au moins un entier ng € Z tel que p({ng}) > 0. Dans
le cas contraire, on aurait que Vn € Z, p(n) = 0. Etant donné que la mesure p est o—additivite,

w2) =pu(Uin}) =D u{n}) =3 0=0.

neZ nez nez

on a

Il s’ensuit que p est la mesure nulle, ce qui est contredit les hypotheses de 1’énoncé. On a donc
montré qu'il existe un entier ng € Z tel que u({ng}) > 0.

De plus, on sait que i est une mesure invariante par translation. On en déduit que

w2) = u( U n}) = > ntn-n({no})) = >~ n({no}) = co.

neZ nezZ nezZ

Ceci contredit le fait que p est une mesure finie.

[énoncé]

1. (a) Soient (p,q) € N x N* et n € N*. On observe

p 1 } _ {p I p 1 ]
- g mng"q ngTd’
C’est un intervalle fermé, et donc un élément de ZA(R).

(b) Par définition de la mesure de Lebesgue, on a

1 1 1 2
)\({JTGR‘IE—];’ = an}) :)\qg_ an’§+an D - an'

2.  — Par conséquent, A, s’écrit comme une union dénombrable de parties mesurables, ce qui

montre que A est mesurable.

— Soit n € N*. La o—sous—additivité de A\ nous assure que

Ma) =M U U {eecoi:|r-2 <))

geN" 0<p<q ¢! ng
1

<Y Y a({repy:p-L< )

geN* 0<p<q ¢ M
-Y T

geN= 0<p<q "4
_ 2y atd

noiene 4

Lorsque g — oo, q;—f ~ qu_l . Comme 7 > 2, par comparaison avec les série de Riemann,

on en déduit que > cn- %71 < 00.

11 s’ensuit que lim, 00 A(Ay) = 0.

3. Pour tout n € N*, on observe que

A;:{xemﬂvaeQmmJLx—§ﬁ>&f}
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La définition de D, assure donc que pour tout entier n € N*, A% C D;. Il s’ensuit que

U 45 c D co,1].
neN*

Par propriété de croissance des mesures, on a

M U 45) <ADs) < A(0,1)). (1)

neN*

De plus, on observe que

)\( U A;;) :A([O,l]\ N An) :A([O,l])—A( N An>, (2)

neN* neN* neN*
puisque A([0,1]) =1 < oo.
Par ailleurs, on a par croissance des mesures que

vEeN, 0 <A( ) An) < A4g)

neN*

ce qui permet de conclure par passage a la limite en k& que )\(ﬂneN* An> = 0. En utilisant

I’équation (2)), on montre donc que )\( Unen= A;) = 1.

En utilisant les inégalités (1)), on montre que A(D;) = 1.

[énoncé]
Pour tout entier n € N, on note A,, = ,,>,, Em. On observe que
liminf B, = | () Em=J 4n
neN neNm>n neN

Etant donné que la suite (A,,),en est croissante, la croissance séquentielle de p assure que

p(liminf E,,) = ,u( U An> < lim p(A,). (3)

neN nEN n—00
Par ailleurs, pour tous entier £ > n, nous observons que A,, C Tj. Il s’ensuit que
1(An) < inf p(Ey).
k>n
En passant a la borne supérieure sur tous les entiers n de chaque co6té de cette inégalité, on obtient

Jim p(Ap) = iglgﬂ(An) < sup inf p(Er) = liminf p(Ey). (4)

On conclut en utilisant et

[énoncé]

Montrons que .7 vérifie ’axiomatique des tribus.
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— (Non vide)
L’ensemble () est dénombrable, donc ) € 7.

— (Stable par passage au complémentaire)
Soit A € 7. Si A est dénombrable, alors (A€)¢ = A ce qui assure que A€ est de complémentaire
dénombrable et donc que A € 7.
Par ailleurs, si A est de complémentaire dénombrable, alors A° est dénombrable et donc
Ace 7.

— (Stable par union dénombrable)
Soit (Ap)nen € ZN. On effectue une disjonction de cas.
Premier cas : Supposons que tous les (Ay), sont dénombrables. Notons A = [J,,cn An. A est
dénombrable en tant que réunion dénombrable d’ensemble dénombrable donc A € 7.
Second cas : Il existe un élément A, (np € N) dont le complémentaire est dénombrable. No-
tons A = U,en An- Alors A = N,y A, C A5 . Comme toute sous partie d'un ensemble
dénombrable est dénombrable, A€ est dénombrable.




