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1 Factorisation & développements

SIGN S MM Soient a,b et ¢ trois nombres réels. Alors

1. a(b+c¢)=ab+ ac
2. (a+0b)(c+d)=ac+ ad+ bc+ bd

(Moo LI 1Al VM Soient a et b deux nombres réels. Alors
1. (a —b)(a+b) =a®— b
2. (a+b)? =a®+2ab+b?
3. (a—b)? = a® — 2ab + b*

(o o Lol 1Al MBS Soient a, b et ¢ trois nombres réels. Alors

a® + b = (a + b)(a® — ab + b?)

a® — b = (a — b)(a® — ab + b?)

(a+b)3 = a® + 3ab + 3ab® + b?

(a —b)® = a® — 3a%b + 3ab® — b?
(a+b+c)? =a?+ b2+ ¢+ 2ab + 2bc + 2ac

= R

| WAN Factoriser les quantités suivantes :

1. A=142x+y+ay
2. B=(224+6)(z—5)+3x+9

Soient a,b,c et d des entiers relatifs. Ecrire 'expression (a? 4 b?)(c? + d?) sous

forme d’une somme de deux carrés d’entiers.

Soient a, b, ¢ des entiers vérifiant ab 4 bc + ca = 1.
Montrer que le nombre (a? + 1)(b? 4+ 1)(c? + 1) est un carré parfait.

Soient a, b, ¢ des entiers vérifiant % + % + % = 0. Montrer que le nombre

a’ + b+ 2

est un carré parfait.
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| SE[REAY Soient a, b, ¢ trois réels non nuls vérifiant :

a b c 1 1 1 2
1+ Y1+ 21+ S )= (242421
<+bc)<+ac)(+ab> <a+b+c )
Montrer que a + b+ ¢ = 1.
Démontrer que pour tout réels z et y on a 4 +4y* = (22 +2y%+22y) (22 +2y> —2xy)

2 Inégalités

oo Lol 1a ) M M Soient a, b, ¢ trois nombres réels. On a

1. a <bsiet seulement sia — b <O0.
2. S51ia>0etb>0alorsa+b>0.
3. Sia<betc>0, alors ac < bc.
4. Sia <betc<0,alors ac > bc.

Yo LI 1R[] WAVl Soient a, b, c et d des réels :

l.sia<betc<d, alorsa+c<b+d.

IS I Soit a un réel, alors a’® > 0.

[ ge) o Lol 1A o) WM Soient a, b deux nombres réels tels que 0 < a < b. Alors 0 < % < %

Soit un réel > 0. Montrer que = + i > 2. Dans quel cas a-t’on égalité?

Soit deux réels x,y > 0. Montrer que x + % > 2y. Dans quel cas a-t’on égalité ?

Soient a,b, ¢ des nombres réels strictement positifs vérifiant : abe(a + b+ ¢) = 1.

Déterminer la valeur minimale de 1’expression (a + b)(a + ¢)

Soient deux réels a,b. Montrer que “22# > ab

Soient trois réels z,y, z. Montrer que 22 + 32 + 22 > a2y + yz + zz. Dans quel cas
a-t’on égalité?

Soient deux réels z,y > 0. Montrer que 1022 + 432 + 1 > 6y + 2. Dans quel cas
a-t’on égalité?

Soient x,y, z trois réels positifs tels que zy + yz + zz = 1.

Démontrer que x +y + z > V3



Stage Olympique Junior 2023 POFM

3 Les différents types de raisonnement

3.1 Raisonnement par 1’absurde
Le raisonnement par I’absurde pour montrer P = (@) repose sur le principe suivant :

On suppose a la fois que P est vraie et que Q) est fausse et on cherche une contradiction. Ainsi si
P est vraie alors Q doit étre vraie et donc P =—> @ est vraie.

Point méthode 1 (CAT : Conduite & tenir).
1. On suppose que le contraire de la conclusion est vrai.
2. On aboutit a une contradiction.
3. On en déduit que notre hypothese de départ est fausse.
4

. On conclut donc que la proposition de départ est vraie.

(Principe des tiroirs) Soit n un entier naturel. Montrer que si ’on range n + 1

paires de chaussettes dans n tiroirs, alors il y aura forcément au moins un tiroir comportant au
moins deux paires de chaussettes.

Soient deux réels z,y > 0. Montrer par 'absurde que si 1% = H'T”” alors z = ¢."

x

Démontrer que I'équation 327 — 1123422 —5 = 0 n’admet pas de solutions enticres.
Démontrer que % n’est pas un nombre décimal.

Démontrer que /2 n’est pas un nombre rationnel, i.e. qu'il ne peut pas étre écrit

sous la forme 7 o a et b sont des entiers et b # 0.

LR HMN Soit un entier n > 0. Démontrer que si n est le carré d’un entier, alors 2n n’est pas

le carré d’un entier.

Soit n un entier strictement positif. Montrer que v/n? + 1 n’est pas un entier.

[ SE[RE KA Soit n un entier naturel non nul. Montrer que si n n’est pas premier, alors n admet

un diviseur inférieur ou égal a \/n.

| SCEIE R A Montrer que la somme d’un nombre rationnel et d’'un nombre irrationnel est un

nombre irrationnel.

3.2 Trouver le plus petit entier k tel que ...

G LI MM Soit a1,as, - ,a, des nombres entiers naturels. Il existe un plus petit

élément a;, i € {1,--- ,n}.

| SE MY Trouver le plus petit entier k tel que % <0.12.
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| SE[IE MUY Trouver le plus petit entier k£ > 1 tel que k divise 15 et 25.
[ SETCCRNYAN Trouver le plus petit entier k£ non nul tel que k est divisible par 2 et 3 et 5.

LN ERY Trouver le plus petit entier k& qui assure que parmi k nombres consécutifs, I'un

d’entre eux est divisible par 13.
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